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Resumen: Se presenta una definicién de igualdad en tipos abstractos de
datos (TADs) aque soluciona dificultades préacticas en la
utilizacién de la metodologia de disefio e implementacion que
se expone en [CarB86].

La nueva definicién hace mas facil para el disehador el decidir
que el TAD construido refleja de manera adecuada el universo
que pretende modelar. El poner en claro la definicion de
fqualdad permite ademaéas que la prueba mecanica de teoremas
sobre el TAD (v.gr.adecuacion al modelo, verificacion de
implementaciones) se pueda realizar con buenos resultados
practicos.

Patabras claves: Tipos abstractos de datos, relaciones de igualdad.
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0. Introduccibn.

En [Car86] se describe una metodologia de disefic de tipos abstractos de
datos (TADs) guiada por el conocimiento de un universo de objetos que se
quiere modelar. La labor de disefio va de ia mano de un proceso de ajusie
entre la abstraccion y la realidad, ia metodologia pretende explicitar
criterios par juzgar la bondad de este ajuste.

Al Hevar a la practica aquellas ideas (construyendo herramientas para
disefiar e implementar TADs) se descubre una dificultad asociada con 12
forma de decidir en qué caso dos términos de un TAD son iguales. En 3. se
expene un problema tipico con 1a metodologia anterior v se muestra como
las reformas propuestas solucionan la dificultad.

En 1. se da un resumen de lo necesario de [Car86] para entender este
articulo. Las reformas anunciadas se incluyen en 2.

1. Conceptos basicos.

<f,F> es un tipo abstracto de datos (TAD) cuando Y esun conjunto
(construible) de simbolos y F un conjunto finito de operaciones sobre
estos simbolos v tal vez otros TADs ya entendides. E1 conjunto Y es &l
tipo de interés del TAD, v sobre é1 se cuenta con un orden bien fundado
Ly. . Mientras no haya confusion Y denotard el TAD <Y,F». Cuando Y es un

conjunto de objetos explicitos y F un conjunto de operaciones calculables
sobre ellos se dice que Y es euna estructura computacional (FC).

Una de las reformas al la metodologia de [Cars6] es exigir ademéas una
relacion de igualdad .=, definida sobre Y, no necesariamente 2

correspondiente al orden .<y. , que permite una revision mas efectiva de la
adecuacion de! TAD al universo de objetos que se pretende modelar, a2 la
vez que hace posibie la demostracién de teoremas del TAD que no son
derivables con la sola aplicacitn de reglas de reescritura.

El conjunto de operaciones F es la unién de los conjuntos de operaciones
iniciales, constructoras, simplificadoras, y analizadoras (|, C, S,
A respectivamente). Es comodo Hamar FG = | w C el conjunto de
operaciones generadoras y FS = 5w A el conjunto de operaciones
selectoras
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El tipo de interés Y es el conjunto de términos sin variables g nerados por
FG. Cada feFG se de‘-‘* ine por autodenotacion {v.gr. para ceC con
funcionalidad cC 'Y x X --=> Y, el valor de cly,x) es jugtmente la cadena
de simbolos ‘cly,x) ).

Las funciones en FS son definidas inductivamente sa&)re la mmm jidad de
la construccion del tipo de interés. Las definiciones son dadas mmaame
un conjunto finito de axiomas A& . Cada axioma es de ia forma
‘ dado derecho> = <lado izquierdoy

El <lado derecho> es un término cuyo simbolo de operacion mas externo es
el de una selectors, y para cada selectora hay suficientes axiomas para
garantizar una definicion recursiva de la misma, con lo que se aseqgura 13
completitud suficiente del TAD. Obsérvese que no se dan axiomas para
operaciones generadoras.

2. La igualdad en un TAD,

En  [Car86] se definié una relacion de “equivalencia semantica” de
elementos de un TAD Y que presenta problemas al tratar de usarse para

mostrar ciertos teoremas del TAD [Bar87]. A continuacion se da una

nueva definicién igualmente plausibie y factible @@a utilizar,

Como hipétesis adicional se requiere de cada TAD Xi conocido gue sirva
como parametro a Y el tener definida una relacién de igualdad decidible

"‘Xj .

Notacién: Para y = (yy,.yp-1) @ Y™, yoa v, igjcm:
yvoli = Oy =100 o oY)

2.1 Definicion
Sean t1,t2 « Fy (términos sin variables),
yvi,vZeY,
f & FS, con funcionalidad  : Y™ x domy(f) --=-> Z  (domy(f) e5 un
producto cartesiano X1 x.. % Xr de TADs conocides, Z =Y si
Tad,y =Xl s [ e A),
K un subcenjunto de FS.

a) t1 =% 12 ssi
i

e



b} yl=¢y2 ssi Paratodo ye Y“H, X & domy(f), T¢jam .
fCly.ydpx) == flyyolyx), si feS,
fClyy 0 =y flyyolyx, st feA

C) yl=,y2 st Paratodo feK yl=ry2

d) yimy2 ssi  yl es fuertemente equivalente a y2
ssi i "rs y2.

&) yl=x¢y2 551 Paratodo y e Y™ xa domy(f), 1¢j<m.
f( [y,yl]j,)() =K f([y,Y2]J,X) .

f) = esuna lgualdad ssi |
Paratodo fe&F3: yl= yv2 = yl=,y2

En este caso se dice que K esun caracterizador.
_ -

Con 1a anterior definicién es concebible que en Y se puedan considerar
varias relaciones de igualdad. Ademas de ser relacién de equivalencia, una
igualdad satisface una propiedad de sustitucion entre términos
relacionados, i.e. si dos términos son iguales, cualquier expresién que
dependa de uno de ellos evalda al mismo valor si se utiliza el otro ensu
lugar.

En [Car86] solo se aceptaba una igualdad, 1a aqui 1lamada equivalencia
fuerte = . Claramente vale para cualquier K, subconjunto de FS:

| ylay2 = yl=y2
y en particular para los caracterizadores. El concepto es aqui mas general
y exige del disefiador una Uitima decisién para completar la definicion del
TAD Y: escoger un caracterizador que defina la igualdad .=y. .

La eleccion de un caracterizador no es tan dificii en ia practica, porque el
disefador deberia tener claro qué propiedades son 1as que quiere observar
para distinguir un objeto de otro en el universo que desea modelar. En
Uitimas puede escoger siempre a FS como caracterizador, vy la igualdad
asoctada es la equivalencia fuerte.
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Ei ideal es elegir un caracterizador K tal que yi=,y2 siy solo st vi,

y2 nombran un mismo objeto del munde. Por supuesto esta es una
propiedad apenas intuitivamente constatable, y en el meior de tos casos 1a
demostracion de una tal adecuacién depende de una teoria para el mundo
cuyo formalismo es mucho mas general que el de los TADs, de modo que hay
que usar conocimiento adicional para probar que ésto vale A continuacién
se {lustra mediante un ejemplo como puede funcionar este metodo.

3. Un ejemplo.

El siguiente TAD modela los conjuntos finito de elementos de un TAD X.

Tipo Set [X]

* empty: ---=> Set

*ingert: SetxX ---=> Set
delete: Set x ¥  -—-=> Set
has:  SetxX ----> bool
union: Set x Set ----> Set

Axiomas

(1) deletelempty,x) = empty

(2) delete(insert(s,x1),x2) = if x1 =, x2 then delete(s,x2)

else insert(delete(s,x21,x1)
| fi
{3) has(empty,x) = false

(4) has(inseri(s,x1),x2) =1f %! =y X2 then true

else has(s,x2)
fi- |

(5yunfon(empty,s) = s
(6) union(insert(st,x),52) = insert(union(s!,52},%)

finTipo



Para ab e, elconjunto (ab) tiene dos nombres en Set[X]:
sl = insert(insert(empty,a),b)
s2 = insert(insert(empty,b),a).

En [Car86] se sugirid que era posible demostrar que 1 ® 82 Los
términos a cada lado de la equivalencia son irreducibles, porque no hay
axiomas para generadoras. Si se intenta una demostracion que chequee si
sl y s2 se portan en la misma forma para cada selectora, tal intento
resulta fallido [Bar87].

Por ejemplo, deberia suceder, para cualquier ¢ e X, que:
delete(s1,c) = delete(s2,c).

Ahora bien.

delete(s1,c) = delete(insert{insert(empty,a),b), c)
=1if b =, ¢ then delete( insert(empty,a),c)

else insert(delete(insert(empty,a),c),b)
fi

Y después de reescribir:

delete(sl,c)=if b=y c a a=yc then empty
elsf b=yC & é=xc then insert(empty,a)
elsf b=y c a a=yc then insert(empty,b)
elsf b=yC a a=yc then insert(insert(empty,a),b)
fi

Analogamente:

delete(s2,c)=1if  b=yC a a=yc then empty
elsf b=yc a a=y,c then insert(empty,a)
eisf b=y C a a=yC then insert(empty,b)
eisf b=yc & a=yc then insert(insert(empty,b),a)
i

Y para demostrar que las dos expresiones reducen a lo mismo en todos los
casos se requiere que s! ms2 (obsérvese el caso b=y ¢ Ao a=y C).
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Se mostrarg ahora que K = (has) es un caracterizador para Set[X].
Hay que probar la siguiente proposicidn:

3.1 Proposicion:
Sl hag 52 = a) Paratodo xeX: del(sl,x) =p,c del(s2,x)

b) Paratodo seSet: union(sl,s) = q Un fon(s2,s)
y union(s,s!) =, union(s,s2).

La demostracion puede ahora llevarse a cabo utilizando las definiciones v
reglas de reescritura adecuadas. Hay otra manera de probar el resuitado,
- apoyandose en el conocimiento que se puede tener del modelo pretendido,
i.e. 1os conjuntos finitos de eiementos de X. Se ilustrara como puede
adelantarse una tal demostracion.

Para el disefador puede ser natural la siguiente definicion de una funcidn
de representacion, que establece qué conjunto.se quiere representar con un
normbre del TAD: _

& : Set[X] ---------- > 2
definida recursivamente asi:
dlempty) = {)
#(insert(s,x)) = #(s) u {x].

Y ahora es posible demostrar el siguiente resultado:

3.2 Lema:

a) has(s,x) ssi x e &(s).

by @(delete(s,x)) = &(s) \ {x)

¢) @&(union(s1,s2)) = &(s1)u &(s2)
d) st =592 ssi #(s1)=&(s2).

La prueba de 3.1 sigue facilmente de este resultado
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4. Conclusiones

La nueva definicion de igualdad mejora los mecanismos de prueba de
teoremas disponibles para un TAD. Para el disefiador es ademas mas
explicita la manera de constatar, al menos en forma intuitiva, en qué
medida el TAD disefiado abstrae el universo de objetos que se pretende
modelar.

El hecho de evitar proporcionar axiomas para operaciones generadoras
permite hacer induccién sobre el tipo de interés, tanto para definir ei
significado de las operaciones selectoras como para lievar a cabo
dernostraciones de teoremas sobre el TAD.

Cuando el disefiador acepta que un caracterizador K define un igualdad
satisfactoria enun TAD Y, esta al mismo tiempo aceptando que el universo
observable es isomorfo a  Y/= . También se esta entendiendo que el

universo es un modelo inicial del TAD Y, en el sentido de que dos objetos
son iguales en el universo si se puede demostrar la fgualdad de los -
nombres correspondientes en el TAD, y esta igualdad se define como
ausencia de diferencias en las caracteristicas que el observader considera
relevantes.

Debe ser,, claro, ademas, gque entre mas pequefio sea un conjunto
-caracterizador |a igualdad asociada es mas sencilla de utilizar. Por ésto es
recomendable buscar caracterizadores minimales. Asi, si K es un

caracterizador y fek, si .= discrimina tanto como .= ¢., entonces es
preferible elegir a K\{f) como caracterizador

BIBLIOGRAFIA

[Bar&7] Bardn, R., "Una herramienta pera el disefio de tipos abstractos de datos”, Tesis de
grado, Universidad de los Andes, Bogota, 1987.

[Bau82] Bauer, F.L., Wossner H., Algorithmic Language and Program Development, Springer
Verlag, 1982.

[Car86) - Cardoso, R., "Disefio e implementacién de tipos abstractos de dates”, CLE! 1986,
Manteviden

RPN RFERHRFLTRHRERERRREFRRRRLREE



